UM ESBOCO DE UMA LOICA DE RESOLUGAO DE PROBLEMAS 516

M.A.LOPES* e B.M.ACIOLY**

SUMARIO

Neste trabalho & apresentado um esboco tedrico de uma 10gica de esquema de solucoes fun
cionais e também um esbogo de uma 10gica de esquema de problemas. A Tigacao entre 0s
dois sistemas formais (logicas) € feita através da nogao de satisfacao apresentada a-
qui, atraves dos conceitos de realizagao e solubilidade. A partir da nogao da satisfa-
cao € dado um esbogco para uma 1dgica de resolugao de problemas.

ABSTRACT

This paper presents a framework of a funcional solution scheme logic and a framework of
a problem scheme logic. The connection of these two formal systems (logics) is  done
through the notion of satisfability, which in turn is presented using the concepts of
realization and solubility. Finally, from the notion of satisfability a framework of a
problem solving logic is derived.
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Uma 1ogica de problemas, como sugere Kolmogoroff em [1], com sua interpretagao
para o calculo proposicional intuicionista, leva em conta fortemente a nogao de constru
cao de solugao, sem necessariamente, se referir ao problema em si. Em seu trabalho,
Kolmogoroff apresentou a sintaxe da logica intuicionista e da a ela uma semantica de
"problema" sem levar em conta a natureza estrutural de problemas. Considerando um pro-
blema como uma estrutura relacional, de modo como faz Lopes em [2], nao & possivel en-
contrar o similar a interpretacao dada por Kolmogoroff para 1 P, que significa: "se da
da uma solugao para o problema P, obtenha uma contradigao". Isto porque, em [2], umpro
blema & um construto, onde sua nega¢ao, do ponto de vista da solubilidade, nao & defini
vel univocamente, uma vez que envolve simultaneamente a nogao de intencionalidade e de
admissibilidade, enquanto em [1] a nocao de problema & pragmatica, sem uma estruturagao
prévia. 0 aproveitamento da sintaxe da 10gica intuicionista para uma interpretacao de
problemas, no sentido de Lopes, parece inadequado porque a interpretacao da negagao es-
ta prejudicada como veremos na secgao 3.1.

A idéia basica deste trabalho & tratar de problemas e solugao como entidades sin
taticamente distintas e consequentemente de 1ogicas (sistemas formais) distintas. Desse
modo, uma 10ogica de solugao tratara de solugoes como esquemas (funcionais) abstratos,
que estarao posteriormente sujeitos a realizagoes, ou seja, dado um esquema de solugao
e um problema, esse esquema & realizavel nesse problema se ele pode ser interpretado co
mo uma certa funcao do conjunto de dados no conjunto de resultados desse problema.

A ligacao entre os dois sistemas logicos sera feita através de uma nocao de sa-
tisfagao (nao tarskiana) onde um esquema a satisfaz um problema P se e somente se a
realizado em P implica em a resolve P.

2. PROBLEMAS

A palavra problema & empregada correntemente em varias acepgoes. No nosso caso,
estamos interessados nas situacoes em que podemos distinguir claramente uma intengao de
associar situagoes iniciais e situagoes finais, ou em outras palavras, em todo problema
distinguimos trés elementos importantes: o dominio de dados, um dominio de resultados,
que representam a parte substantiva do problema, e um predicado intencional que repre-
senta a intencao (subjetiva). Numa questao, como por exemplo: "calcular o comprimento
de listas" identificamos: o conjunto L de listas como o dominio de dados, os conjun-
“ tos IN dos naturais como o dominio de resultados e o predicado intencional r expres-
so do seguinte modo: para todo elemento £ e L e para todo n e N, £ esta relacionado
com n por meio de r se e somente se, o comprimento de £ for igual a n.

Embora os trés elementos Tistados acima sejam fundamentais em qualquer problema,
eles nao sao os uUnicos a aparecerem. No exemplo dado, poderiamos esta interessados so-
mente em listas de tamanho finito, ou seja, impomos uma condigao sobre os dados, ou po-
deriamos so admitir solucoes algoritmicas. Podemos, portanto, dar a seguinte definigao
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Def. 2.1. - Um problema € uma estrutura do tipo P = <D,R,d,r,A>, onde D e R sao con
: juntos nao vazios, chamados dominios de dados e de resultados, respectiva-
mente, d < D, representa a condigao sobre os dados, v < DxR (produto cartesiano de D
por R) representa a condigao do problema e A c RD (conjunto das fungoes de D em R),
representa a condigao de admissibilidade.

Os conjuntos D e R representam a parte substantiva (concreta), ou seja, os
universos do problema, enquanto d, r e A representam a parte intencional (subjeti-
va). A idéia & que r reflita a condigao principal ou intencionalidade principal, se-
gundo a qual, os elementos f e D, s € R se relacionam, isto &, (f,s) € r; d reflita
a parte de D relevante no problema e,AA seja a restricao as muitas possiveis manei-
ras de mapear D em R (funcdes), que satisfazem r e que serao consideradas admis-
sTveis.

Def. 2.2. - Um problema P = <D,R,d,r,A> & soliuvel se existe uma fungao a e RD tal

que aeA e para todo fed tem-se (f,a(f))e r. Uma fungao que satisfa
¢a estas condigbes chama-se solugao do problema P e usamos a notagdo a || P para ex
pressar que "a resolve P" ou "a @& uma solugao de P".

A partir dos problemas P =<D ,R ,d ,r ,A> e Q=<D ,R ,d ,r, A>, podemos
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
construir novos problemas como seguem. Ver [4]
PAQ=<DxD,RxR,dxd, rxr , AxA>, onde "x", indica o produto cartesiano, e
2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
lemos o "problema P e Q".

PvQ=<DxD,RxR ,dxd, r¥r,AxA>,onde "x" & o produto cartesiano R
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

r Y r, = {(x,y)/x € roouye rz} (unizo cartesiana) PvQ sera lido "P ou Q"

P—>Q=<DxD,RxR,dxd,r¥r,AxA> onde r , & o complementar de r em re
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 -

lagao a DIXDl. 0 problema P —> Q sera lido: "P implica Q".

Como podemos ter aprioristocamente solugoes funcionais, isto €, esquemas abstra-
tos que poderao ser interpretados como fungoes através de atribuigoes de entradas (argu
mentos) e saidas (valor da fungao) dentro de dominios definidos, devemos ter um mecanis
mo formal que permita essa atribuigao. No caso de funcionais e problemas isso sera fei-
to com a seguinte definigao:

Def. 2.4. - Uma solugao funcional (ou simplesmente funcional) & realizdvel num problema

P = <D,R,d,r,A> se a interpretagao & de a em P & uma fungao
aP : D —> R. Quando nao houver motivo de confusao a? sera simplesmente denotado por
a. A notagado a |—> P sera utilizada para expressar a & realizavel em P.

Def. 2.5 - Um funcional a satisfaz um problema P (denotado por: a ||—> P) se e so
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mente se, a > P implica a|l— P, isto @ a e RD implica a e A e ¥fed(f,a(f))er.

A definigao 2.5 sera utilizada mais tarde para fazer a ligagao entre os sistemas
formais de solucoes funcionais e esquema de problemas.

3. LOGICA DE PROBLEMAS
3.7. A QUESTAO DA NEGAGAO

E natural que a idéia de negacao de um problema seja obtida através da  negacao
de uma intencao, isto &, se P = <D,R,d,r,A>, entao | P = <D,R,d,v,A> onde ¥ E a com
plementacao (com relacao a DxR) da intengao r. Isso significa que r e r sao dis-
juntas ou em outras palavras, independentes, no sentido que as intengoes descritas em r
e r sao independentes. Por exemplo: Dada uma sequéncia de numeros naturais, sem repe-
ticao, ordene-a! Claramente a intengao no problema acima € a ordenacao. A negagao desta
intencao pode ser dada por "nao ordene" ou "desordene". Nao ordene parece ser a alterna
tiva logica da negativa que consistiriaem acescentar o conectivo "nao" antes da agao
"ordene". Por outro lado, isso nao chega a ser uma acao em si, uma vez que, "nao aja",
nao tem valor de procedimentos. Desse modo, "desordene" seria uma alternativa para a ne
gacao da intencao do problema acima.

Considerando "desordene" como negativa da intencao acima, poderemos apontar o se
guinte inconveniente técnico: se descrevermos ordene através da conjuncao de dois predi
cados "mesma" e "boa", onde mesma (s,s') significa que as sequencias s e s' pos-
suem os mesmos elementos e boa (s') significa que s' esta ordenada, temos que ordene
(s,s') (ou seja, s' & a sequencia s ordenada) & equivalente a mesma (S,s')Aboa(s')
assim "desordene" seria descrita por | ordene (s,s') ou seja 1((meema(s,s')Aboa(s"))
que € equivalente a | mesma(s,s')vIboa(s') (1) que nao corresponde a intuicao de "de-
sordene". Na realidade a formula predicativa que refletiria a intuicao de  "desordene"
seria mesma(s,s')ATboa(s') (2) que nao & equivalente a formula acima. Istosignifica que
para estabelecermos (2) em vez de (1), para expressarmos "desordene" teriamos que fazer
consideracoes extralogica e isto requer uma andlise semantica a priori da estrutura
sintatica da intencao do problema.

Alem do acima exposto, a negacao de uma agao com valor de procedimento parece
adquirir o "status" de uma agao em si, independente da acao positiva, isto €, ela tam-
bem & uma agac positiva. Se encaradc assim, os problemas P e 7P sao problemas dife-
rentes e independentes. E claro que a negacao de um problema, do ponto de vsita da in-
tengao, nao da a essa negacao, o carater de negativa 15gica (conectivo 1ogico).

Pelas consideragoes acima parece-nos adequado que um sistema formal de problemas
sirva de interpretacao para o calculo proposicional positivo classico, como estaem[3].

3.2. SISTEMA FORMAL DE ESQUEMAS DE PROBLEMAS

Seja E o conjunto das expressoes de uma linguagem L formadas conforme as re-
gras abaixo.
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As letras A,B,C,...,P,Q,...,Z, sao variaveis e os sTmbolos A, v e —>, sao co
nectivos 1ogicos. Na linguagem L as formulas bém formadas, aqui chamadas de esquemas
de problemas ou simplesmente problemas, sao obtidas através das seguintes regras:

Pl - As variaveis A,B,C,... etc s3o (esquemas de) problemas

P2 -Se A e B sao problemas, entao A AB, AAB e A —> B sao problemas.
Pa - Os problemas sao as sentencas obtidas atraves de Pl e Pz.
A igualdade entre dois problemas sera introduzida aqui, pela definigao tradicio-
nal:
A=BoF (A—> B) a (A—> B)

0 caleulo de problemas sera definido através do seguinte conjunto de esquemas de
axiomas e regras de inferencia:

Al— A—> B—> A

A- (A= (B—0) — (A—>B) — (A—>0)
Aa - ((A— B — A — A

A“- A—> (AV B)

AS- A—> (B vV A)

A - (A—0— (B—0C)—> (AVE) — A

A7 - ‘AANB— A

AB- (AAB) — B

A - (A—> B) —> (A A B)

MP - Se A e A—> B, entao B.

Denotando "€ dedutivel de" por "|—", e assumindo as definigdes classicas de "pro
va", "dedutivel" e "teorema" temos os seguintes resultados que s3o consequencias dire-
tas dos axiomas e da regra de inferencia acima.

1 - Seja T um conjunto de problemas e A, B s3o problemas. Se I', A I B, entao
I — A—> B (teorema da deducdo).

-A— B, B—> C —A— C.

- b— A—> (A—> B) —> B

- (A— (A—B) — A— 8

(A—B) — B8, A—> ¢ = (c—>8) — B

-F—Av (A— B)

-AVB, A—C,B—D0D}—CvVvD

- ((A1 v AZV...vAn)v B) = (A1V"' Anv B)

0 N O PREWw N
[l



9 - AV...VA_ |—Bv...vB se cada dos A ,..,A_ & um dos B ,...,B,.
1 n 1 1 n 1 k

k
10W-AvB, C—A}— (B—>C) — A.
M-AvB, A— B |—B

12- —(A—> (BAC)) = (A—>B) A (A—>C)
13- ((ArB)—C) = (A—>B—>C)

14 - — (Cv (AAB)) = ((CvA)a(CVBY))

3.3. SISTEMA FORMAL DE SOLUGDES FUNCIONAIS

De modo analogo ao Sistema Formal de Esquemas de Problemas, usando as letras mi-
nisculas a, b, c,... como variaveis e os simbolos A, v, —> como conectivos 1ogicos,
podemos definir para um Sistema Formal de solucoes funcionais, as formulas bém  forma-
das, aqui chamadas de solugoes funcionais ou simplesmente funcionais, como sendo obti-

das através de regras similares a da se¢ao 3.2:

Sl - As variaveis a,b,c,... sao (solugoes funcionais) funcionais

S2 - Se a e b sao funcionais entao a A b, avb e a—>b sao funcionais.

Consideremos, de modo similar ao da secao 3.2, um esquema de axiomas e regras de
inferéncias para o calculo de solugbes funcionais

Sl - a—b—a
S, —a—(b—¢)— (a—b) —> (a —>¢)
S3 - ((a—b) —a) — a
Sk - a—> (avhb)
S, - a— (b v a)
S6 - (a—c¢c)— (b—>c)—> (aVvb)—a.
S - aAb—a
7
S - aanb—b
8
S - (a—b) —> (anrb)

MP Se a e a—> b, entao b.

Como no calculo de problemas, temos também aqui, resultados similares aqueles, em

]

decorrencia dos axiomas e regra de inferéncia acima.

Devemos observar que um sistema formal de solugoes funcionais foi utilizado para
interpretar tambe&m o calculo proposicional positivo classico, uma vez, que a negacao
de funcionais nao tem sentido logico, isto &, se a & um funcional, TJa para ter sen-
tido, deva ser interpretado (por ex: -a, a ', etc) e isso tira a bondigao de conectivo
10gico que gostariamos de dar a negacdo (7). Desse modo, nos parece razoavel imaginar
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a formagao de funcionais através das regras Pl, P2 e Pa, do inicio desta seccao.

4. LOGICA DE RESOLUGAO DE PROBLEMAS

Nesta secgao faremos a juncao dos dois sistemas formais vistos na secgao 3, uti-
lizando para isto, a definigao 2.5 de satisfacao. Usando expressoes do tipo a ||—> A,
onde a e A sao sentencas da logica de solugoes funcionais e de problemas, respecti-
vamente, e as letras gregas o, B, Y,... para simbolizar as sentengas de umnovosis
tema formal, vamos construir as formulas bem formadas para o sistema formal de resolu-
¢ao de problemas do seguinte modo:

1 - As expressoes do tipo a |[—>A e a |FH> A (a n3o satisfaz o problema A)
sao formulas bem formadas;

2 - Se a e B sao formulas bem formadas entao T o o A B, o M B e a=—> B tam-
bem o sao;
3 - As formulas bem formados sao somente as obtidas pelas regras acima.

0 calculo de resolugao de problemas sera definida atraves dos seguintes esquemas
de axiomas e regras de inferéncia:

AX.T - a=> B= 0

M2 - (a=> (8= 7)) = ((a=> B) = (a=>7))

Ax.3 - (o= B) = (T8 = Ta)

e
_ a, o =>f
Rf.1 B —
a|lb—A,b|}—3B
Rf.2 - regra implicativa
. a—b|f>A—B
alb— A, b |F—B
Rf.3 - regra conjuntiva
arb |l AnrB
alF— A, b |t—58
Rf.4 - regra disjuntiva

aVbH—> AV B

Se observarmos que os esquemas de axiomas acima e a regra Rf.1 s@o os mesmos pa
ra o calculo proposional classico, podemos concluir que para as sentengas construidas a
partir de sentengas do tipo a |} A, s3o validos os resultados similares aos daquele
calculo classico. Por exemplo, uma versao restrita do teorema da dedugdao como segue:

se

a | F— A a [— A N | b— Ay a [F— A
b |[}—B

entao



al H_> Al, a—z H_> Azg"-san ”'—_> An
a|fF=>A=>b[}F—B

0 resultado que vem a seguir estabele de modo mais compieto a ligagao, que pre-

tendemos, entre os calculos de solugoes funcionais e problemas.
Teorema 4.1 - Se a |—=A, b | B e ¢ |— C entdo

- a— (b — a)|—=A— (B— A)

- a—> (b —¢) —((a —b) —>(a —>¢)) | F—A —(B —C) —>((A —B) —>(A—C))
- ((a —>b)) —>a) —>a |—>((A —>B) —>A) —>A

- a—>avb|—>A—o>AVE

a—>bval|l—mA—>BvA

- (a2 —¢) —>((b —>¢) —>(avb —>a)) | — (A —C) —>((B —>C) —>(AVB —>A)

- anb—al|l>ArNB—A

- arnb—al|l—>ArB—B

- (a —>b) —> (arb) ||—> (A —> B) —> (AxB)

O 00 N O U B W N -
[

Faremos a prova do item 6 e deixamos ao leitor, as provas dos demais itens, que
podem facilmente ser feitas de modo analogo.

Prova do item 6:

1- allb—>A

2- b | B hipoteses

3- ¢|b—¢

4- avb|—>AvEB usando (1,2 e RF.4)
5- avb—al|l—>AvB—A (4,1 e RF.2)
6- b—>c |—>B—>¢C (2,3 e RF.2)
7 - (b—>¢) —>(a b—>a) |F—> (B—C) —> (AVB —>A) (6,5 e RF.2)
8- a—>c |- A—>C (1,3 e RF.2)
9 - ((a —>c) —>(b —>¢) —>(avb —>a))) | F>((A —C)—>(B —>C)—>(AVB —>A)))

(8,7 e RF.2)0T
Teorema 4.2 - Se al,az,...,an e uma prova de a no calculo de solugoes funcionais e
Aj’Az""’An &, correspondentemente, a prova de A no calculo de proble-

mas entao a |[F—> A

Prova: Decorre diretamente da definicao de prova para o calculo proposional positivo, o
teorema 4.1 e a regra (modus ponens) RF. 10

Corolario 4.3 - Se a e A sao teoremas dos calculos de solucdo funcionais e de pro-
blemas entdo a |f— A.

Prova: obvia[l

Devemos observar que o teorema 4.1 compatibiliza o conceito de satisfacao, do
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calculo de resolucao de problemas, com as axiomaticas dos calculos de solugoes funcio-
nais e de problemas, no sentido de preservar as estruturas sentenciais similares dos
dois calculos. 0 Teorema 4.2, decorrente fortemente do Teorema 4.1, expressa que a sa-
tisfacao tambem preserva os mecanismos de derivacao dos dois calculos, o que era dese-

javel!

Algumas sentencas do calculo de resolucao de problemas merecem especial  aten-
¢ao. Por exemplo, a sentenga a |[}—> A —> B deve ser entendida como
a |F— A=> a |}|—> B. Por outro lado, a —> b |—> A deve ser entendida como

a|— A= b || A. Isso, entretanto, pode, no caso da sentenca a —>b|}—> A —>B,
gerar sentencas nao necessariamente equivalentes, quando o desdobramenro for feito pri
meiramente pelo lado direito do sinal ||—> (70 caso) ou pelo lado esquerdo (20 ca-
so). Porém, vale o seguinte resultado:

Proposicao 4.4 - Se a [|—> B e b ||—> B entdo sao logicamente equivalentes as sen
tengas abaixo.

1= (alb>A—>all—B8) = (b > A=>b |— 8)
2- (a|l>A=b|}—A) = (a|l—>B=—b |} B)

Prova: facilll

0 significado da proposicao acima, &, que debaixo das hipoteses dadas, & indife
rente que o desdobramento da sentenga a —> b |—> A —> B seja feito pela direita
ou pela esquerda.

5. CONCLUSAO

Este esbogo tem o objetivo de fornecer indicacoes da viabilidade tecnica do de-
senvolvimento de uma 1ogica de resolugao de problemas baseada na conceituacao de pro-
blemas, proposto em [2]. O estabelecimento de um calculo de resolugao de problemas cons
titui uma etapa imprescindivel para o desenvolvimento posterior de maquinas de inferéﬂ
cia de solucao de problemas. Além do preenchimento das lacunas aqui deixadas e a expli
citagao de muitos resultados desejaveis para esse calculo, como por exemplo, uma ver-
sao mais geral do teorema de dedugao, teoremas de compactagao, a extensao para um cal-
culo de 18 ordem etc, € natural que seja tentada uma modelagao dentro de ambientes con
textuais de problemas, ainda a nivel de calculo proposicional.

Gostariamos de chamar a atencao sobre a idéia da ligagao de dois sistemas for-
mais aqui apresentada, sem que para isso tenha sido utilizada a nocao de interpretacao
entre Teorias. Eyentualmente, essa idéia poderia ser também usada para ligar outros
sistemas formais,por exemplo, aritmética de Zermelo-Fraenkel e a logica booleana.
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